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$ 14. Construcciones con una regla, si están 


PREFACIO 
prefijados un paralelogramo o un cuadrado 51 | Sólo en el siglo XIX fue estudiado por completo el poder 
$ 15. Construcciones mediante una regla, constructivo de la regla y el compás, es decir, el circulo de 
si se dan una circunferencia y su centro 53 problemas que se solucionan con estos útiles clásicos de las 


construcciones geométricas (con ambos o con cada uno por 
separado) Antes de aquel entonces algunos matemáticos consi- 
deraban la regla y el compás como instrumentos universales que 
sirven, al usar los dos, para resolver cualquier problema 
constructivo ". Tal punto de vista desempeñó un papel negativo 
en la historia del desarrollo de la geometria; сме incitó abordar 
cada problema de construcción con una idea preconcebida acerca 
de su solución mediante una regla y un compás y motivó que 
en muchos casos se gastaron grandes esfuerzos para la büsqueda 
de soluciones no existentes; asi sucedió, por ejemplo, con los 
roblemas acerca de la cuadratura del circulo, la trisección del 
ángulo y la duplicación del cubo >, 


$ 16. Construcciones por medio de una regla, 
у ; si se dan el centro de una circunferencia 
y su arco 60 
$ 17. Construcción mediante una regla de 105 
ч puntos de una circunferencia que 
pertenece al haz dado de circunferencias 63 
$ 18. Sobre la imposibilidad de construir el 
centro de una circunferencia valiendose de una regla 66 
$ 19. Casos cuando pueden ser construidos 
mediante una regla los centros de dos 
circunferencias trazadas 69 
$ 20. Acerca de la construcción con una regla 
de los centros de algunas circunferencias 73 


ier ain A O US ع‎ 
ciones fue dibujada con anticipación cierta figura auxiliar (por 


ejemplo, dos rectas paralelas o dos circunferencias intersecantes) 
Nosotros examinaremos tam muc estos casos. 
У El término “problema constructivo” se emplea como 


sinónimo del término “problema de construcción”. 


' Asi es de costumbre denominar los siguientes 
problemas: 1) con circulo, construir un cuadrado 


equivalente al circulo dado; 2) dividir un ángulo dado en tres 
iguales; 3) conociendo una cara del cubo, construir una cara de un 
cubo nuevo, cuyo volumen es dos veces mayor que cubo 

Está demostrado que el 
no pueden ser solucionados por medio de la regla 
el segundo se soluciona con estos instrumentos solamente en algunos 
casos, por ejemplo, cuando el angulo dado es recto. 


___Адуегитетов que las demostraciones de 


. métodos de geometría sintética se distinguen 
gran elegancia y originalidad; esperamos que 


. Llamamos la atención del lector sobre el 


Hn — eta Nv-n 

Oo — ómicron 
Кх —kappa Пл —pi 

А), — lambda Pp ~ rho 

Му ~ ту La ~ sigma 


4 En nuestra exposición nos atendremos a 
metria sintética, es decir, evitaremos aplicar | 
característicos de aritmética y algebra, Sólo en al 
primeros párrafos se permiten insignificantes desvia 
= principio provocadas por el deseo de simplificar la exposición 
/ los | 
resoluciones de los problemas basadas en la iin а d r 
a menudo por una 
el lector encontrará 
"ur estas palabras, 
) , en 
mu que es imposible construir, РИМ де Y rs 
dos circunferencias no concéntricas dibujadas, si 
tienen ni un punto común. Es sabido, que las 
imposibilidad” pertenecen en = mayoria al 
is matemáticos ¢ 3 y se basan habitual- 
es no triviales y originales, Pensamos que 
resará por el contenido del párrafo indicado 
de se encuentra una de tales demostraciones. 
ción se aduce el alfabeto griego, cuyas 
con frecuencia en el texto del libro, 


еп nuestro libro muchos ejemplos que certific 


los métodos de 

0s procedimientos 
gunos de log 
ciones de este 


siglas 


CAPÍTULO 1, ALGUNOS TEOREMAS 
DE GEOMETRÍA SINTÉTICA Y 
PROYECTIVA 


4 1. ELEMENTOS DEL PLANO 
INFINITAMENTE ALEJADOS 


A 


Convengamos considerar que cada recta (salvo la recta 
infinitamente alejada, So que DRDAremos más adelante) tiene 
un y sólo un punto infinitamente alejado, perteneciente también 
a todas las rectas paralelas a ésta y que los puntos infinitamente 
alejados de dos rectas, que se intermecan i a distancia finita, 
son diferentes, 

A base de este convenio podemos afirmar que cualesquiera 
de dos rectas se interseci además, en un solo punto; si 


stas son paralelas, el punto de su intersección estará infinita- 
"Denominaremos, seguidamente, recta infinitamente alejada el 


conjunto de todos los puntos del plano infinitamente alejados, 
Más tarde ños cercioraremos de la conveniencia de esta defini- 
ción, 

La introducción de los conceptos de Jos puntos infinitamente 
lejado e la infini está condicionada 
por el carácter de las cuestiones examinadas en el presente libro, 
Esto nos libera de la necesidad de complicar las formulaciones 
de una serie de teoremas, indicando пети tendrian 
ugar, si nosotros no hubiéramos usado estos conceptos, Por otra 
parte, ello está ligado directamente con la а de proyec- 

' ción, que describiremos ahora, 
a dado el plano а co unto t 

en éste, y el punto P fuera де а, Supongamos que la recta PA 
interseca el plano f, que no pasa por P, en el punto B. 


caso, el punto B se denomina proyección del punto A sobre 

el plano f); la recta PA la recta proyectante; el punto P, 

el centro de proyección el plano ano de 
с n c modo semejante se puede examinar 


proyección de una recta sobre otra, $i estas rectas el centro 
de proyección se hallan en el mismo plano, 

Si en el plano 4 se da cierta figura I, entonces, al proyectar 
todos sus puntos del centro P sobre el plano f, obtenemos 
en el plano f) una figura Ф, que se denomina proyección de la 


2-120 


10 


figura F. En particular, | 

5 с , la ic 

la linea recta. тоуесс! 
___„Рџеде resultar 
infinitamente aleja 

- paralelas. 

р La operación de ргоуессје 

E p Menge once proyección se puede repetir 
Ep о, al proyectar la figura Ф obtenida ione Me 

| › Que no se encuentra en el plano B, sobre dco = 


а зета 

sd кш de proyección Р es un 
. Con ello, todas las rectas Proyectantes и 
son 


_ Que no pasa a través de О, obt el plano 
= V , Obtenemos la figura y 
| Se lama proyección de la figura Р. Si E. EE E» 
.. coinciden, entonces Р y su proyección ¥ s € 


|  Fxami i 
E aminemos un caso especial. Supongamos que en el plano « 


. Se dan dos rectas paralelas: || 
sed : Ціт (fig. 1). El plano A 
ueno l y el centro de proyección P, contiene al sme беши 


todas las rectas que proyectan los puntos de la recta /; la 

intersección | de este plano con el plano f es la proyección 

de la recta | sobre f. Con analogía, la intersección m' del plano 

B con el plano p, que contiene m y P, es la proyección de la 
` recta m sobre el plano f. 

Si los planos х у В no son paralelos y el centro de proyec- 
ción P se encuentra a una distancia finita, entonces las rectas l 
y m' se intersecan en cierto punto 5, además PS | о. Si en el 
plano « se da una recta más n, paralela a las rectas Г y m, 
su proyección n' sobre el plano В tambien pasará por el 
punto S. 

Es natural considerar el punto $ como la proyección del 
punto común infinitamente alejado de las rectas | m y nm. 
Hablando con exactitud, hemos introducido la noción de los 


= зару 
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untos infinitamente alejados precisamente por que sin ésta, 
al examinar las rectas | m' y n como las royecciones de las 
rectas |, m y n, nos veríamos obligados a eliminar de éstas el 


punto $, en vista de que éste no tendría su preimage ze] 


plano 8. 

Es fácil de comprender que 
de todos los puntos infinitamente a 
plano В será la recta del plano В, 


la proyección de un conjunto 
lejados del plano 2 sobre el 
que pasa por el punto 5 


FIG2 


paralelamente al plano a; de aquí está claro por qué hemos 
referido este conjunto anteriormente a la categoría de las lineas 
rectas, denominándolo recta infinitamente alejada. 

Basándose en los razonamientos indicados antes, no es dificil 
de construir, por ejemplo, la proyección de un damero, si se 
da la proyección de su contorno ABCD (fig. 2). 

Notemos que las rectas paralelas en perspectiva se nos 
representan, hablando en general, como convergentes, de esta 
misma forma se representan éstas en los cuadros y dibujos 


(véase, por ejemplo, la fig. 3). 


2* 


1 
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yectivas де las 


ue no cambian 


. al proyectarlas, se denomina geometría provectiva Al 
х z geo proy - Algunos d 
E- teoremas de geometría proyectiva serán aducidos en nuestro ibd 


va” on NE 4 

> y en los dos siguientes se examinan ci 
das сисао guientes se examinan ciertos 
| OO uerencias que desempeñan en nuestra 
* m Sea dada la circunferencia x de radio г con el cei 
бу E punto А distinto де K. Elijamos en el rayo KA el pu 
_ A' de manera que el producto de los segmentos KA y. 


sea igual al cuadrado del radio de la circunferencia x: 
BY 


E KA-KA'=r?, 


___" Сопуепратов decir, que los puntos А у А' son simétricos 
s n ожсбевгано тко erencia х. 
1 uno de los puntos А о A’- se encuentr 
| i a fuera de la 
pcena A, el Otro yace dentro de x, y viceversa: por 
ма о, de la desigualdad КА’ < r concluimos, teniendo еп cuenta 
condición (1) que КА > г. Sin embargo, si el punto A o A' ` 
se Lew en la circunferencia x, entonces 4 y A' coinciden 
3 пе ba fig. 4, donde AB es tangente a la circunferencia 
» Perpendicular а KA. Ya que el triangulo KAB es 
rectángulo, entonces 
КА-КА' = КВ? =r} 
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or consiguiente, A у А’ son simétricos con res o a € 


De aqui está claro el procedimiento de construcción del punto 
A', si se da el punto A, y del punto A, si se da el punto А. 

Sea que el segmento АА” interseca la circunferencia х en el 
punto C y supongamos que АС=а y CA=b. En este caso, 


KA'=r-a у KA-r- b. En virtud de la condición (1) ob- 
tendremos: 
(r + b)(r — а) =r?. 


De aqui А 
b=a==/ (2) 

r 
Si al fijar los puntos С y A, aumentamos infinitamente г, 
entonces en el limite la circunferencia х se convierte en la "ita 
CD perpendicular а CA; al mismo tiempo de la condición (2) 


obtenemos: 
b=a, 


OS puntos 4 y 4' емага estos simétrica 


а 3 circunferencia X, 


Tocamente ortogo 


г, las tangentes 


а éstas en el punto de su inte ue es lo mism 
o, 


Sus radios trazados a este 
y L los centros de 
puntos de su intersección (fig. 5) Ya que X 
tonces la igualdad (1) toma el 
tomando en consi- 


rsección (o, lo q 


n perpendiculares 
circunferencias x 


consiguiente, los radios КР 


en los puntos А y А | 
КА-КА' = КР}, 
que el producto de los segmentos КА y KA' 


rado del radio KP de la circunferencia x, los 


puntos А y А' son simétricos con recpecto а x, lo que se queria 


1) 1 » 
De este modo se explica el origen del término 
ircunfi 


introducido anteriormente “simetria. con res 
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4 3 ORDEN DE UN PUNTO RESPECIO 
A UNA CIRCUNFERENCGIA 
HII RADICAL DE. DOS CIRCUNFERIENCIAS 


CENTRO RADICAL DI TRES CIRCUNEERENCIAS 


Sean dadas la circunferencia х de radio ғ con el centro К 
y el punto А, que se encuentra de K а la distancia d. La magnitud 
ad? rp) (1) 
se Пата orden del punto 4 respecto а la circunferencia X 
~ A. ni En 
Fxaminemos los casos siguientes 
1) A yace fuera de х Entonces d>=r, 0>0 Un este са, 
la magnitud o es igual al cuadrado de la tangente irazada de A 
hacia х o, lo que es lo mismo, al producto de la sante, que 
sale del punto A, de la circunferencia х por su parte exterior 


(fig. 6) 


2) А se encuentra en x. Entonces d= r, а" 0 


E 


па в -— 


3) A se halla dentro de x, Entonces d<r, o «0 E 
caso, ја magnitud o es igual al cuadrado de la mitad 
"menor de las cuerdas pertenecientes а la circunferencia ж, y que 
pasan a traves de A, tomado con el signo menos o, lo que es 
lo mismo, tomado con el signo menos el producto de los 
segmentos. obtenidos, al dividir por el punto A cualquiera de las 
cuerdas pertenecientes a la circunferencia x у que pasa a traves 
de A (fig. 7) 

Јама Si la diferencia de los cuadrados de las distancias del 
punto M desde dos puntos dados А y B es una magnitud 


to 
ем — Em oss 1? 
«ок: SE ОНО el geomdirica in — n У E 
NON FPR a t риме - ЧЕШИ 
SL къ Y Pu N de la t M к. TEOREMA A El lugar geométrico del MN cuyos и ~ 
им segn | iio, 48 y | | dos cireunferenelas dadas son iguales entre м, ез 
longitudes de Maq wir En me Weometrieo + Des ji nto M да E A «бен arm de los сате de dichas circunferencias 
oido: condiciðn мена а. 2x SIN t ie y ra los radios de las circunferencias dadas, d, y dy 
| s las distancias del punto perteneciente al lugar geometrico buscado 
magn AM = эм\ „ ۹ de sus centros. Entonces, en virtud de la correlación (1), 
donde с es una itud constante dada, y ш Noel d 
2 
у за adi | = De donde se desprende que 
| abes viam ; dl - di = ri ~ (d. (а 
q. : RE Al aplicar а esta igualdad con el segundo miembro constante 


el lema demostrado anteriormente, vemos la justeza del teorema 3 


El luar aseméttico examinado se llama eje radical 
de las dos circunferencias dadas. 


FIG. $ 


по. 9 
El eje radical de dos cireunferencias que se intersecan pasa 
por los puntos de su intersección, ya que el orden de cada uno 


de estos dos puntos con respecto a cada una de las circunferencias 
dadas es igual a cero. 


El eje radical de dos circunferencias, que son tangentes, es 
su tangente comün en su punto tangencia, 

Si dos circunferencias no tienen ni un solo punto comün, 
entonces ni una sola de estas circunferencias no tiene ningün 
punto comün con su eje radical, ya que en caso 
este punto pasarian las dos circunferencias dadas. 

TEOREMA 4. El eje radical de las circunferencias p y v 


(sin su cuerda común, si éstas se intersecan) es el lugar etrico 
P de los centros de las circunferencias ortogonales a y y v. 


- Construyamos MEL AB (fig. 8). Con ello, 
AM? — AE? = EM? = ВМ? — BE?, Cei Ta goras) 
\ LI 
consiguiente, 
АМ? — BM? = AE? — ВЕ?. 
ıi y de la igualdad (2) tenemos: 
B^ АВ? — BE? = с, 
y los puntos отејдер. Por esto, t es 
da a través del punto N a la recta AB, 
1 . 


ar. 


contrario por 


3-120 
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: à > Y M se encu 
circunferencias dadas. ыш 


— Si las circunferencias v tien 

\ 5 и y en el cen omün N 

Ee i ا ا‎ epncias ortogonales a estas т еп rectas, 
E e сз e N, y уа que el "centro" de una recta 
BE рене аш ов alejado (véase el $ 1) el teorema 4 
A OR CA * 2: RS qe el eje radical de dos circunferencias 
E uaa M pei como una recta infinitamente 
. puntos, que se hallan a una 
e radical de dos circunfe 


ciden, el tercero coincidirá con éstos, es decir, tres circun- 
ncias dadas tienen un eje radical común. - 


Si los centros de tres circunferencias yacen en una recta, sus 
jes radicales son paralelos y, por lo tanto, éstos o bien se intersecan 


en un punto infinitamente alejado, o bien coinciden. 


8 4. HACES DE RECTAS Y CIRCUNFERENCIAS 


que pasan a través de un mismo punto —el centro del 
haz. 


Es evidente que por cada punto del plano, distinto del 
centro del haz, pasa una y solamente una recta del haz. 


el punto común de dos ejes radicales tiene un mismo - 
orden con respecto a cada una de las tres circunferencias dadas, | 
por consiguiente, éste pertenece al tercer eje radical De aqui, 
n particular, se deriva, que en el caso cuando dos ejes radicales | 


Llámase haz de rectas un conjunto de rectas del plano, 
Llamase haz de rectas 
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Se denomina haz de circunferencias un conjunto 
de circunferencias que poseen un eje radical comün que se llama 
eje radical del haz 

En particular, un conjunto de circunferencias, que son con- 
céntricas con la circunferencia dada, forma un haz de circun- 
ferencias con el eje radical infinitamente alejado, además a traves 
de cada punto del plano pasa una circunferencia de este haz 
(su centro común es una circunferencia reducida a un punto). 

Si del centro de una de las circunferencias bajar una perpen- 
dicular sobre su eje radical, entonces ésta, en virtud del teorema 3, 
pasará por el centro de la segunda de estas circunferencias. 
De aqui llegamos a la conclusión de que las circunferencias del 


haz tienen una linea comün de centros. 
ج‎ пе e cs» A 


p 
А 


FIG. 10 


Del teorema 4 зе infiere que la circunferencia ortogonal a las 
dos circunferencias del haz es ortogonal a cada una de ellas. 

Dos circunferencias ц у v siempre determinan el haz de cir- 
cunferencias. Mostremos, cómo trazar la circunferencia de este haz 
a través del punto arbitrario P de un plano, diferente de los 
puntos de las circunferencias dadas y de los puntos de su eje 


radical. Examinemos tres casos, considerando que las circunferencias 
dadas no son concentricas. 


1) Las circunferencias р y v se intersecan en los puntos А у B. 
La circunferencia buscada pasará por los puntos 4, B y P. 
Su centro se encuentra en la linea de centros de las circun- 
ferencias р y v, que es la mediatriz * del segmento AB. 


1 Llámase mediatriz de un segmento una perpendi- 
cular a éste en su punto medio. 


3* 


FIG, 12 


` En este caso, el haz se denomina eliptico, Todas las 
ircunferencias de un haz eliptico pasan por los puntos de in- 
ección de dos circunferencias de este haz (fig. 10), 
Las circunferencias н y v tienen tangencia en el punto С, 
circunferencia buscada es tangente а las circunferencias dadas 
el punto C. Su centro estará en el punto de intersección 
le la mediatriz del segmento CP con la linea de centros de las 
rcunferencias н y v. 
haz se llama parabólico (fig. 11). 
reunferencias У no tienen ni un solo punto 
'uyamos una circunferencia x, ortogonal a p y v 
» Simétrico а P respecto de x (fig. 12) El centro 
Ж. ; 
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de la circunferencia buscada É estará en el punto de intersección 
de la mediatriz del segmento PP' con la linea de centros de las 
circunferencias р y v. Efectivamente, en virtud del teorema 1, 
la circunferencia © es ortogonal a la circunferencia х, por consi- 
guiente, las tangentes trazadas del centro K de la circunferencia 
х a las circunferencias u, v у © son iguales entre sí. 

Si los puntos P y P' coinciden, entonces la tangente de P 
a x desempeñará el papel de mediatriz del segmento PP’. Si P 
es un punto de intersección de la circunferencia x con la linea 


de centros de las circunferencias u y v, entonces la circunferencia 
& degenera en el punto P. Е 


En el caso examinado el haz de circunferencias se denomina 
hiperbólico. En el haz hiperbólico no existen dos circun- 
ferencias que poseen un punto comün. 


» 55. RAZÓN DOBLE 


Examinemos en la recta / el segmento AB el punto C, 


así como el punto P fuera de esta recta (fig. 13) Designemos 


respectivamente las rectas PA, PB y PC por a, b y c, los 
ángulos РАВ y РВА por « y В, el ángulo АРВ por (a, Б), etc. 


Pg 


FIG. 13 


Empleando el teorema de los senos, obtenemos: 
«n Sen (а, c sen (c, b 
АС = cpS e) Св cp eeb, 
sen a sen | 
De donde se desprende que 
AC _ sen (a, с) senf | (0 
СВ sen(ob) sena 


; signos iguales a dos segmentos, si SUS | 
signos diferentes, si sus direcciones son 
aná se introduce también para los 
у AC:CB>0, si С se halla entre А 
se encuentra sobre la recta AB fuera 


n la recta ! y la recta PDA 
э semejante a la igualdad (1) 


۲ 


e 
еп р 


(2) 


doble де с 
la magnitud (а 


que no раза а m 
> su intersección con a, b. 
mente (fig 14); es obvio que 
mo proyecciones de log 
centro P. 


ВСР"! = (abcd) 
y de la igualdad (3) obtenemos: 


(А ВРС) = (ABCD) 


De lo dicho anteriormente se desprenden los teo 
TEOREMA 6. Si cuatro rectas de un haz se Cort 
|: de wma quinta recta, que по pasa a traves del cent 


M 


$ & DISPOSICIÓN ARMONICA 


|| 
А J pN DE CU. 
EN UNA RECTA Y CUATRO RECTAS B 


+ 


Es evidente, que 2 АВМ = 2 МВС, уа que estos ángulos se 
miden respectivamente mediante las mitades de los arcos BM y MC, 
iguales entre si, de la circunferencia x. Asi pues, la semirrecta 
BM es una bisectriz del ángulo В en el triángulo АВА, mientras 
que la semirrecta BN, perpendicular a ésta, una bisectriz del 
ángulo adyacente a B. Por este motivo, en virtud del teorema 9, 
los puntos А, 4'; M, N forman un grupo armónico. 


demi que un par de puntos Су р en un 
r monkamente un par de puntos 4 y 

у Be ~ 
Si la razón doble (ABCD) de estos puntos es has. > Recta, 


(ABCD) = =]. 


а recta arbitra; 


nplida, también se di los 
E E ; misma recta forman un 
menico, mientras que el punto D se llama cuarto em 
e ma 0 EN 05 puntos A, B; C. Pongamos atención sobre 
la disposición en esta inscripción de los signos de puntuación: 


C рито y coma En separa los 
i puntos de 1 
_ (0 de un punto) del otro par. un par de puntos - 


Terminología análoga se emplea tambié C 
B d. d deua haz, A ambien en la razón de cuatro 


. (abcd) = —1. 


TEOREMA 10. Si un par de puntos C, D divide armónicamente 

un par de puntos A, B, entonces el par A, B también divide 

тотсатете el par С, D. 

| Efectivamente, 

MECA “СВ — AC.CB AC AD 1 
Бы S AR € ےک‎ = =1. 

AD BD AD DB CB DB оу 
| „ТЕ REMA 11. Si los puntos A y A' son simétricos con respecto _ 
| erencia x y la recta АА' interseca la circunferencia * 

05 puntos M y N, entonces los puntos A, A'; M, М уота 
po armónico. ) 

р el punto А está fuera de la circunferencia x (fig 15). 

de A las tangentes AB у AC a x у construyamos las _ 

М y BN. Como la recta AA’ pasa por el centro ү; ы 

erencia x, entonces BC la interseca en el punto 

2, fig. 4). 


Del teorema 11 se infiere un simple procedimiento para 
construir el cuarto punto armónico D а los tres puntos dados 
A, B; C que se encuentran sobre una recta: en el segmento 
AB, como en un diámetro, circunscribiremos la circunferencia A 
y construimos el punto D, simétrico con C respecto de A. 
Si el punto C es el punto medio del segmento AB, entonces, 
como se ve de esta construcción, D será un punto infinitamente 


alejado. - 
En el párrafo 11 mostraremos que la construcción del cuarto 


punto armónico se puede cumplir, utilizando solamente una regla. 


& 7. PROPIEDADES ARMÓNICAS 
DE UN CUADRANGULO COMPLETO 
ME 1 (1L — ج ڪڪ ڪڪ ڪڪ ڪڪ ڪڪ‎ 
Los teoremas que serán demostrados en este párrafo tienen 
gran importancia para la exposición sucesiva; utilizaremos éstos 
ara resolver muchos problemas constructivos. 
Cuadrángulo completo. se denomina una figura com- 
puesta de cuatro puntos — los vértices del cuadrángulo, tres 
de los cuales no se disponen sobre una recta (А, B, C y D en 
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= 


ue unen estos puntos a pares b Por consiguiente, al multiplicar término por 


igualdades (1) y (2), obtenemos: 
ın cuadrángulo completo se intersecan, además. (LMPQY = 1. 
ru ЗЕ "n tres puntos = is (еп la figur: =е К. Ly M). p 


ГК se llaman diagonales del спали 


En vista de que la igual 
imposible (véase el $ 5) d 

(LMPQ) = 

Рог el punto К pasan cuatro n 

LM en los puntos L, M, Р. 


del cuadrángulo completo АВ' 
teorema 6 deducimos que estas е 


TEOREMA | ar de diagonales de ип cuadra gulo 

mpleto divide ar mente un par de sus lados que pasan И 
Ї punto de inter e estas diagonales | 

Sea q : BD y АС intersecan la diagonal СМ 
cuadránguk npleto ABCD en los puntos P y OQ (MN 


fig 161 Los puntos L, M, Р О son respectivam 
proyecciones de los puntos B, D, P y К del lado BD desde 
centri о А; por esta razón (teorema 7) . 


LMPQ) = (BDPK). 


Por otro lado. los puntos L, zs P 0 serán respecti 


las proyecciones de los puntos D, . P y K del centro 
esis motivo 


(LMPQ) = (ВРК), 
0 


è virtud del тета tenemos: 


(DBPK) = 


| 
(BDPK)' 
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2) el plano a es paralelo a una de las generatrices dej со 
по; 


entonces q es una linea no cerrada infinita, о еа 
parábola (fig. 18); › una 
el plano a corta ambos huecos del cono; entonc 
wma linea no cerrada de dos ramas infinitas, es deci M. 
"hipérbola (fig. 19). п, ung 
E Advertiremos, que el punto, así como las dos rectas ed 
ser examinados como secciones del cono K mediante un pum 


que pasa a través de su vértice 5; si S es un punto infinit 
mente alejado, es decir, el cono degenera en un cilindro cire Î 
, 


FIG. 19 


aplicar а continuación el término "secciones cónicas" solamente 
para las curvas: elipse, parábola e hipérbola. 

medio е | circunferencia x es una sección del cono К рог 
(s. OST В, que es perpendicular al eje del cono l 
encia x del vé que no pasa por S). Si proyectamos la circun- 
5 de vértice 5 де! cono К sobre el plano «a, entónces 
das x 1 sera la sección cónica q, De aquí se desprende que 
NT Propiedades proyectivas de la circunferencia se trasladan 
û cada sección cónica. 
de Беи Жар la ,emplearemos durante la demostración 
secciones cónicas: eterminan las propiedades proyectivas de 

ј -Сошсаз: aduciremos las demostraciones para el caso 


cia, de donde se desprende automáticamente 
remas correspondientes para una sección 


entonces estas rectas serán paralelas. Sin embargo, acordemos d 
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* $9. PROPIEDADES POLARES 
DE LAS SECCIONES CÓNICAS. 
AS ——_—_ E 
Supongamos que a través del punto P, que se encuentra en 
el plano de la sección cónica q, pero no sobre la misma 
sección cónica, está trazada la recta |, que interseca q еп los 
puntos M y N. Designemos por el cuarto punto armónico 
a M, N; P. Si la recta Г gira alrededor del punto P en el plano 


de la sección cónica dada, entonces circunscriba una línea л 


llamada polar del punto P con respecto a q. El punto P 
зе denomina polo la linea л. 


Llamaremos polar del punto, que se encuentra en la sección 
cónica а, la tangente a q en este punto. 

De modo semejante se determina la polar del punto con 
respecto a la figura que consta de dos rectas que se intersecan 
o de dos rectas paralelas. Si el punto se halla sobre una de las 
rectas dadas, su polar se llama esta recta. La polar del punto 
de intersección de dos rectas con respecto a estas rectas será 
indeterminada. De la definición de la polar se deriva que la polar 
del centro de la circunferencia r to de esta misma circunferencia 
será una recta infinitamente alejada. 

TEOREMA 14. La polar de un punto con respecto a una 
circunferencia es una linea recta perpendicular a la recta que une 
el punto dado con el centro de la circunferencia. (Aqui consideramos 
que el punto dado difiere del centro de la circunferencia). 

Si el punto dado P se halla en la circunferencia dada х, 
entonces el teorema es evidente. Por este motivo, a continuación, 
examinemos el cuando P no se encuentra en x. 

Construyamos la recta PK, donde K es el centro de la 
circunferencia x; sea que aquella interseca la circunferencia x 
en los puntos А y B. Designemos por Q е1 punto simétrico con 
P respecto de х. Sea que la recta |, que pasa a través del punto P 
e interseca la circunferencia x en los puntos M y М, difiere 
de la recta PK. 

En el segmento MN, como en un diàmetro, construyamos 
la circunferencia p. Tracemos, luego, por P y Q la circunferencia 
v con el centro en la recta |, La circunferencia v es ortogonal 
а la circunferencia х, ya que ésta pasa a través de dos puntos 
diferentes simétricos con respecto a x (teorema 1); esta circunferencia 
es también ortogonal а la circunferencia и, puesto que su centro 
se encuentra en el eje radical de las circunferencias х y p 
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su intersección. 


(teorema 4) Por esta razé " я 
con el diametro MN de la circunferencia JU y su prolongaci 
пс Te 


son simétricos con respecto a и (teorema 2) 
El ángulo РОК, que se apoya en cl diámetro de la qi 
cunferencia v, es recto, por consiguiente, el punto R d cir- 
la recta perpendicular а PK en el punto Q sobre 
Al aplicar el teorema 11 para las circunferencias x Ln 
сегсюгапоз de que los puntos 0 y К pertenecen a [a геод 


polar. del punto P con respecto a la circunferencia x Por 


consiguiente, t es una perpendicular a la recta PK 
» © 3 
lo que se queria demostrar. ы 


Los razonamientos expu anteri зоп ju 
cuando P se encuentra fuera, como cuando P sè Et amio 1 
de la circunferencia х, Para mayor evidencia ilustramos cada uno 
de estos casos mediante un dibujo independiente (figs. 20 21). 
3 definición imer. Жек бо 


t y 

que considerar la polar del punto P como una cuerda de la 
Мегепсја х, que pasa a través de Q perpendicularmente 
№, con ello, los extremos de esta cuerda serán los puntos | 
Че tangencia de las tangentes trazadas desde P a x (compárese 
Ја fig. 4); sin embargo, en virtud de los razonamientos que 

ralaremos a continuación, la polar del punto P en este caso 
también se llama toda recta que contiene dicha cuerda, 

La consecuencia directa del teorema 14 es el 


TEOREMA 15, La polar de un punto con respecto а la sección 
cónica es una linea recta, 

De lo anterior es fácil hacer las deducciones siguientes: 
si el punto P se halla Мега de la sección cónica q, es decir, 
2 шич NN V 
а UAS Y P зе puede trazar una recta que no tiene puntos 
сс (unes con q, entonces su polar interseca q en los puntos 
angencia de las tangentes trazadas desde Ра q: 


е El punto 5, que es simétrico con P respecto de la circun- 
Jereneia x, se halla en. la polar. del. punto Р (teorema. 10) — 
y el ángulo PSQ es recto. Por consiguiente, la circunfereneia. p 
construida en el segmento РО como en un diámetro, pasa 


а través del punto S este motivo es ortogonal à la 
circunferencia x, Sea qué Та recta КО сома por segunda vez [1 


e PS S SIS UST > Vm "^ E an: en el punto Т El punto T es simétrico con Q respecto de x 
s su polar по tiene puntos comunes con qi -—— (teorema. 2), y el ángulo PTO es recto, aquí, en Wi 
^ 


de la definición de la polar y del teorema 14, concluimos que 
Ја reca PT с una polar del punto Q con Cespecto à X 


| en los puntos А у B de la sección conica 
tes a q, éstas se cortarán en el polo de Ta recta Abs 

TEOREMA 16. Si el punto Q se encuentra sobre М av 4 El teorema. està. demostrado, 

unto P con respecto а la sección cónica dada, entonces Bl teorema es también válido cuando y solamente suando 
la polar del punto Q. álido en el el punto Pw encuentra sobre la sircunterencia_x, ya que la 
Es suficiente convencerse de que el teorema ох vall d polar de cada punto tangente a x en el punto Р pasa por Р, 
K CUI Ja Señalemos que los puntos P y Q en la figura 22 se hallan 


t 
erento 

r 0 en 

ndo seccion  conioy i 


it 


os por x, su centro, рог К (ig, 22) 


ui» 


M 
4 erenc i „9. соро rmónko a M, №; P, Las rectas m, я; OP, OQ forman un 
contrario se tendria que introd armonico_ (teorema 6); los puntos ~ 
del teorema 16 una serie de reservas. con una recta cualquiera де ОР, quc pasa 


Р, , 
que la гола OQ es la polar del punto P. 51 О cs un 
infinitamente alc; entonces las rectas т, п son 


, $10 TEOREMAS DE BRIANCHON Y DE PASCAL 


«Ж 7 et o 
- = = = C es el > 

Nm ван IE Гоно и E 
4 valores imaginarios, si А > r. Acordemos considerar que c 


Previamente hagamos la siguiente observación: ы em las 
tangentes a la circunferencia x en sus puntos A y B marcar 
por un lado de la recta AB segmentos arbitrarios, pero iguales 
entre si AA, = BB,, entonces a traves de los puntos 4, y B, 
puede ser trazada una circunferencia que haga contacto com las 
rectas AA, y BB, (fig 24) Esto se infiere de la simetria de la 


con o al diámetro de la circunferencia x 
perpendicular a la cuerda AB. 


FIG. 23 


rta la circunferencia dada, pero los 
B se an imagina ios. La introduc- 


. 


A, ô, 


arios resultó m rucu "p 
: , por qué, cuando el punto 

n fuera de la circunferencia o, a la 
sto de la circunferencia œ debe ser adjunta también - 


fte exterior de la cuerda que une los puntos de tangencia 


mitió exp 


па м 


trazadas desde P a о, TEOREMA 1% (de Brianchon). „Е | йо 
La polar d. alrededor de la secc conic los 
rec €, Un punto con respecto а un Ра | pértices opuestos, зе intersecan en um mismo punto. Es evidente 


que este teorema es suficiente demostrar para el caso de una 


que pasa por el to de inter 
Stas T. 


к son paralelas, la polar resulta | à circunferencia. 
las rectas m t | Sea que los lados АВ, BC, CD, DE, EF y FA del hexágono 
por el Pino P ез 1 e аф Yt ABCDEF hacen contacto con la circunferencia x respectivamente 
M y № y designemos con Q el cuarto puntò; en los puntos a, b, c, d, e y f (fig 25) Tomemos el segmento 


5-10 


bitrario MN y con truvamos correspondientemente en los 
a ario 

ГАП. «D. др, eF y ЈЕ los segmentos „нуу "ma q 

hp | йд et f MN. ат DESLI E le Br | lan: OTI 


b , ami 

5 cuando 10! s lados conti Zr hexágono HC DEI 
[racemos por los puntos æ y Ë. la сеш E | 40 una 19006; éotonoe su común será el punto 4 
tangente а las rectas Aa y ES, por los punto! ] | de сма ect con la x | 

la cin unferen ан que с» tangente à las rectas Cy y E | i Do empio el cuadra np lo А Jr. ¢ 


los puntos 6 У I. la circunferencia v que es tangente a 
rectas Es y СВ. La pos sibilidad de estas construcciones se des 


de las igualdades (1) 


a circunferencia x, como 
Mi per 
y DF con la circunferencia x (fig. 26). =. | 
de Brianchon, la recta BE pasará por el p 


Es facil cerciorarse de que las rectas АР 
correspondientemente los ejes radicales de los 
ferencias: À y p, A y v, н y v. Por ejemplo, 
se encuentran en el eje radical de las circunferen 
que Bx = BB y Её = Es (Bx = MN — aB, Bp = MÍ 
= MN + Ed, Ee = MN + Бе). 

Por consiguiente (усазе el teorema 5) 


O y X. наравне. 
En virtud del teorema de las rectas AD, BE y CF 


I teorema de Pascal es válido también cuando dos 
del hexágono inscrito en la sección cónica : 

o B caso, es necesario considerar qu е 

c са: j ee 

hexagon determinado por estos vértices se зе en la NM 

а la E n cónica en aquel punto, donde se encuentran los ni 


vertices 


indicados. 
de Pascal y de Briancho 

^ > ә 2 M 

3 aciones, tienen validez también en el о. CE ka " 
igonos, qu cumplen las condiciones de estos teorem: Ts 
| de estrella (véase, por ejemplo, la fig. 29). 


eorema 
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. CAPÍTULO H. CONSTRUCCIONES 
GEOMÉTRICAS CON AYUDA 
DE UNA REGLA 


gat CONSTRUCCIÓN CON UNA REGLA 
DE ALGUNAS FIGURAS RECTILÍNEAS 


PROBLEMA 1. En la recta | sean dados tres puntos diferentes 
A, B y C. Construir el punto D que divide armónicamente junto 


con el punto С el par de puntos А, B. 
La idea de la construcción a base del uso de las propiedades 
armónicas de un cuadrángulo completo es evidente. pesar 
detalladamente todas las etapas de la 


de todo, examinaremos 
construcción, tomando en consideración la importancia del 


problema dado. 
Tomemos un punto arbitrario E fuera de la recta 1 y tracemos 


las rectas AE, BE y CE (fig. 29). En la recta AE tomamos 
el punto F, diferente de A y E, y construimos la recta BF que 
interseca CE en el punto G (fig. 30) Trazamos la recta AG 
que interseca BE en el punto H (fig. 31). La recta FH corta Ї 
en el punto buscado D (fig. 32) 


t Е Е 


лао A У A A n . 
PROBLEMA 2 Ares ate 
entes a un haz. Construir la recta d que divide а 
mente junto con « el par de rectas a, Б. 


40 
« — — 
cemos da rect M Mi [Ww Ur . 
decir, por el punto de intersección de las rectas dadas; | Y 


aet, ха que 

corta éstas en los puntos A, В y C, respectivamente, Const 

punto m y vei eie m зар el punto 'с. Де, 

| de puntos А, ma 1) y unámoslo mediante 

con el contro del haz, AM 

i zar una recta por el punto dad 

nto | Y де intersección de las rectas dadas a у у 

Та construcción viene representada en la fip. M; | 

mestra medianti 08 rezonamientos siguiente Designemos por 
тас s rectas а y b, Estas 


|| 


T 
"Ad 
AX 


к ПИСМО 1 y 


construcción, 
completo. 
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completo BDCE; por ема razón ХА es la cuarta recta armónica 
а las rectas а, b; XF (teorema 12) Precisamente asimismo, 
examinando el cuadrángulo completo BDGH, поз cercioramos 
de que ХК es la cuarta recta armónica à las mismas rectas 
a, bi XF. Ам pues, las rectas XA y XK coinciden, por 
consiguiente, AK es la recta buscada 

Proponemos al loctor examinar el caso, cuando el punto A 
se halla fuera de la banda dispuesta entre las rectis a, b 


12 CONSTRUCCIONES MEDIANTE 
А REGLA ~ 
CON LAS SECCIONES 
, Sea dada una sección cónica q y el punto Р 
que no se encuentra en д. С 
En las figuras 15, 36 y | 


es variantes de la 


se dan di 


de manera que e ang %, cOmirrones 
(АВРК) = (CDPL) = (EFP 1, " @ У 


БОЛТЫ ls rectas А.у 1А] serás старом 
л «а.да A 


W Si quititate se = 1? Via ТЕЕ ТЕ 
MA ^arEe во мА. 
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ie estas pasará por el punto G 


cularidad de que la primera € s ia 
y ја segunda, por el punto H. Pero de las igualdades g ) 

desprende que los puntos к. Ly M pertenecen a la polar | r 
Em ui pasa а traves de los puntos G 


del punto P рог == 


у Н. Е; alidad. los puntos К Ly M no se construyen; los 
7xamünaremos solamente al objeto de argumentar la solución 
propuesta 

Р | ‚ construcción examinada puede set simplificada, al decidir 
| arar Та secante Р] = Ta diagonal KI. del cuadrángulo 
Ht га “14 M 4d . val q £ [1 | 

TI por el punto G y el punto de 


"t (ВРС debe pasar 


lad Cy BD (пр 36) 


intersección « К гас 


compie 


Т Z 
[/ \ 


La construcción hecha en la fig. 37 se puede argumentar asi: 
de là construcción anterior se deriva que las rectas PE y РЕ 
(no trazadas en el diseno) serán respecting las polares 


la fe x del aio P Dish a través de los puntos E yF, 
- PROBLEMA МА. 5 Sean dados la sección сӧпіса а y el punto P 
que no se encuentra en q. Trazar desde P tangentes a q. 

Construyamos la polar x del punto P y unamos P mediante 
rectas con los puntos de intersección de las'lineas q y Ж 
En la fig. 35 las tangentes desde P a q vienen representadas por 
lineas de trazos. 

Si las lineas « 
tangentes buscadas 

PROBLEMA 6. Scan dadas una sección cónica y la recta л. 
Construir el polo P de esta recta. 


Tomamos en x dos puntos arbitrarios 4 y B. Construyamos 


y r no se intersecan, entonces no existen las 


| 


la polar а del punto A y la polar b del punto B. Las ге 

а y b se intersecarán en el punto buscado P i 

PROBLEMA 7. Trazar por el punto P de 

dada una tangente a ésta. 

Tracemos a través de P una secante arbitraria y hallemos sı 

Bolo 0, Lx secta BÓ acd le dai BR RE = 

| ro pe Reno 

la sección cónica q. Construir un sexto punto cualquiera ж 
línea q. 

Tomamos los puntos A, B, C, D y E por 


| sucesivos del hexágono de Pascal inscrito en la inea 
+ = 


~ 


=== 


con la sción cónica determinada por cinco puntos, si ni un 
— Sok punto de los de interación no està prefijado, 

р PROBLEMA 9, Sean dados cinco puntos А, B, C, D y E de 
la Sección comica q. Construir la tangente а q en uno de estos 
puntos. 

Construyamos la tangente a q en el punto D (fig. 39). Tomando 
por lados del hexagono inscrito en q las rectas AB, BC у CD, 
la tangente а q en D, DE y EA, hallamos el punto P de 
intersección de las rectas BC у DE y el punto О de intersección 
—— de hs rectas CD y EA. Designemos рог R un punto común 

de las rectas 4B y PQ. La recta DR serà la tangente buscada. 
Є 


que CK interseca a en el punto F y BK interseca e en el punto E, 
La recta EF será la tangente buscada. ; 

En efecto, si desde el punto Е trazar la tangente f а q, 
entonces se forma un hexàgono abedef circunscrito alrededor де q. 
Las rectas que unen los vértices opuestos de este hexágono se 
intersecan, en virtud del teorema de Brianchon, en un mismo 
punto. Dos de estas rectas, АР y СЕ, se intersecan en el punto К. 
Por consiguiente, la tangente f debe atravesar el punto E que 
se encuentra tanto en e, como en BK. 

PROBLEMA 12. Sean dadas cinco tangentes a, b, c d y e 
а la sección cónica q. Construir el punto en el cual la recta a` 
hace contacto con la linea q. 


DCN 


ER Le 
РГ 


Ек | 


Е 
= а fi 
EM NIV 


FIG. 3$ FIG. 39 


—— 
— PROBLEMA 10. Sean dados cuatro puntos А, B, C y D dela . 
sección cónica q y la tangente a hacia q en el punto A. _ 
Construir el quinto punto de la línea q. - 
Tomando por los lados del hexágono inscrito en а las rectas: 
a, AB, BC y CD encontremos el punto P de intersección de las 
rectas a y CD. Tracemos a través de P una recta arbitraria 
а que ésta interseca AB en el punto Q y BC, en el punto R 
40. El punto común E de las rectas AR у РО se halla 
ROBLEMA 11. Sean dadas cinco tangentes a, b, c, d y e — 
ección cónica q. Construir una sexta tangente a la línea q. | 
mamos a, b, c, d y e por los lados de un hexágono „consiguiente, 
cunscrito alrededor de а (fig. 41) Sea que las rectas a y b _ еп este punto la recta a.hace contacto con la sección cónica 4. 
intersecan en el punto A y las rectas d y e, en el punto D. | Eo Al emplear los teoremas de Pascal y de Bianco el mismo 
acemos la recta AD, tomemos en ésta un punto arbitrario K, . lector puede sin gran trabajo resolver siete problemas, que 
e de A y D, y construyamos las rectas BK у CK. Sea _ -Se ofrecen a continuación, valiéndose solamente de una regla. 


Hemos notado ya (véase el $ 10) que el teorema de Brianchon 

es también válido, cuando dos lados adyacentes a un mismo 

vertice del hexágono circunscrito llegan a formar una sola recta. 

En tal caso por el vértice común a estos lados hay que tomar 
. el punto de su tangencia con la sección cónica dada. 

La construcción se efectúa asi (fig. 42). Tomando las rectas 


circunscrito alrededor de q, tendremos cinco vértices del hexágono 
A, B, C, D y E. Tracemos las rectas AD y BE; sea que éstas 
se intersecan en el punto К. Construyamos la recta CK 
y hallemos el punto F de su intersección con la recta a. El 


punto.F será el sexto vértice del hexágono у, por consiguiente, - 


a, a (¡dos veces!) b, c, d y e por los lados de un hexágono | | 
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.. 1". Sean dados cuatro puntos А, B, C y D de la sección 
cónia а y la tangente a ésta a en el punto А. Construir la 
tangente a q en el punto B. 

.2*. Sean dados tres puntos A, B y C de la sección cónica q. 
la tangente a q a en el punto A y la tangente a q b en 
punto B. Construir el cuarto punto de la linea q. 


= 3°. Sean dados tres puntos А, B y С de la sección cónica @, 
Та tangente a q a en el punto А у la tangente a q b en el punto B. 
` Construir la tangente a а en el punto C. s 

.. 4". Sean dadas cuatro tangentes a, b, c y d a la sección 
cónica q y el punto de tangencia A de la recta a con la línea 4. 


Construir la quinta tangente a q. 
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x—AA._ __________- 


_5”. Sean dadas cuatro tangentes a, b, c y d а la sección 
cónica q y el punto de tangencia А de la recta a con la línea а. 
Construir el punto de tangencia de las líneas b y q. 

_6°. Sean dadas tres tangentes a, b y c a la sección cónica 4, 
el punto de tangencia А de la recta a con la linea а y el punto 
de tangencia B de la recta b con la linea q. Construir la cuarta 
tangente a q. 

7". Sean dadas tres tangentes a, b y c a la sección cónica q, 
el punto de tangencia A de la recta a con la línea q y el punto 
de tangencia B de la recta b con la línea а. Construir el punto 
de tangencia de las líneas c y q. 


. &13. CONSTRUCCIONES POR MEDIO DE UNA REGLA, 
SI ЕЗТАМ PREFIJADAS DOS RECTAS PARALELAS 


En las construcciones, que examinaremos a continuación, 
emplearemos con frecuencia el teorema siguiente: 

TEOREMA 20. Una recta, que pasa por el punto de intersección 
de las diagonales de un trapecio y por el punto de intersección 
de sus lados no paralelos, divide por la mitad cada uno de los 
lados paralelos del trapecio. 


A K B 
FIG. 43 


A COSE C — o 98 
Este teorema puede ser demostrado a base de las propiedades 
armónicas del cuadráng p (fig. 43): ya que 


icas del drángulo completo CDEF (fig. 43): ya 
cuarta armónica a los puntos 4, B; K es un punto infinitamente 


alejado, entonces AK — KB. 1 
osible tambien otra demostración basada en razonamientos 


completamente elementales. Tenemos los pares siguientes "де 


48 


triûngulos semejantes: АКЕ у DLE, KBE у LCE, AKF у CIF, 
KBF y DLF. De aqui concluimos que 
` ИКО КЕ КВ КЕ ИККЕ KB. КЕ 


DEIS "EIC FL DL. FL 


De estas correlaciones se desprenden las proporciones: 
AK DL AK 1C 
KD IO) XB DL 
Al multiplicar término a término las dos últimas igualdades, 
os: 


EROBLEMA 13 Sea dado el segmento АВ y su punto medio К. 
Trazar por el punto dado D una recta paralela a la recta AB, 
 Construyamos las rectas 4D, BD, BE y KE, donde E es un 
punto arbitrario del rayo AD (véase la fig. 43). Designemos рог 
F el punto de intersección de las rectas BD y KE. Tracemos 
а recta AF; ésta corta BE en cierto. punto. С. Construyamos 
оса CD; ésta es paralela а la recta AB, 
PROBLEMA 14, Las rectas | y m son paralelas, Dividir por — 
| mitad. el segmento AE de la recta |. 
Tomemos un punto arbitrario E, que по se halla ni sobre |, - 


Ма 
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ni sobre m (véase la fig. 43), у tracemos las rectas AE y BE. 
Sea que estas rectas intersecan т correspondientemente en los 
puntos D y C. Construyamos las rectas AC y BD; designemos 
su punto de intersección por F, La recta EF pasará a través 
del punto medio del segmento AB. 
M Por el punto А, que se encuentra fuera de las 
rectas paralelas dadas | y m, trazar una recta paralela а las dadas. 
Dividamos por la mitad un segmento arbitrario sobre la recta / 


lema 14) у por А tracemos una recta paralela а la recta / 
roblema 13). 


PROBLEMA 16. Sean dadas dos rectas paralelas | y m y el 
segmento AB sobre |. Aumentar el segmento АВ n veces (n es 
un nümero entero). 

A través del punto arbitrario К (fig. 44), que se encuentra 
fuera de las rectas / y m, tracemos una recta p paralela a las 
rectas dadas (problema 15)  Construyamos las rectas АК y BK; 
sea que éstas cortan m en los puntos A' y B', respectivamente, 
Construyamos la recta ВА’, que interseca p en el punto L, 
y la recta LB’, que interseca Г en el punto C. Entonces AB = BC, 
Al continuar la construcción, obtenemos los segmentos CD, DE, 
etc,; cada uno de éstos es igual al segmento АВ, 

PROBLEMA 17, Sean dadas dos rectas paralelas | y m, sobre | 
se encuentran el segmento AB y el punto С. Construir sobre l 
el segmento CD igual al segmento AB, 

Por el punto arbitrario К fuera de las rectas Г y m tracemos 
una recta paralela a las rectas dadas. La construcción posterior 
es evidente de la figura 45. El problema tiene dos soluciones 
(segmentos CD y CD”, 

PROBLEMA 18, Sean dadas dos rectas paralelas Г y m y sobre 
l el segmento AB, Dividir este segmento en n partes iguales, 

Supongamos que se exige dividir el segmento AB 
la fig. 44) en tres partes iguales. Si aumentamos el segmento AB 
tres veces, de tal modo como esto fue hecho en el problema 16, 
obtendremos sobre la recta m los segmentos iguales entre si 
АВ, ВС у СО", Luego, trazamos las rectas 4D' y ВА; 
designemos el punto de su intersección por M. Construyamos, 
finalmente, las rectas B'M y СМ; éstas dividen el segmento АВ 
en tres partes iguales. 

“Sean dadas dos rectas paralelas | y m y sobre 
l el segmento АВ, Construir la t/n parte del segmento AB 


(n es un número entero). 
De acuerdo con el planteamiento del problema es suficiente 
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aC (interseca Ар en el punto ё) у Кё (interseca | en el punto D). 
Demostremos que 40 = 1/3 AB. 


, а Ја 
conclusión de que los puntos A, C; D, B forman un grupo 


AD: DC = АВ: СВ. 


Pero, AB = 2: CB (véase el problema 14) por este motivo 
de la igualdad anterior tenemos: AD = 2: DC; por consiguiente, 
MP ` AD = 1/3AB. 
Si trazamos además las rectas: «D (interseca AB en el punto 
E) y КЕ (interseca | en el punto E), entonces obtenemos el 
segmento AE = 1/4AB. 

Al construir, a continuación, las rectas «E (interseca АВ en el 
punto 6) y KI (interseca І en el punto Р), obtenemos el 
segmento AF = 1/5 АВ. 

Para demostrar las dos ültimas igualdades, es suficiente tomar 
en consideración que tanto los puntos А, D; E, B, como también 
los puntos А, E; F, B forman un grupo armónico. 

Continuando la construcción, hallaremos una sexta, una 
séptima,.. parte del segmento AB. 


+ 5 14. CONSTRUCCIONES CON UNA REGLA, SI ESTÁN 
Р ADOS UN PARALELOGRAMO О UN CUADRADO 


E  Empleando un paralelogramo se puede resolver el problema 
siguiente: 


PROBLEMA 20. Trazar por un punto dado una recta paralela 
a la recta dada І. 


A través del punto de intersección de las diagonales del 
paralelogramo tracemos una recta paralela a uno de sus lados, 
| Entonces, sobre la recta dada | зе forman dos segmentos EF 
| > | . ue en e y FG (бр. 47) iguales entre si; de esta forma llegamos al 
sir un solo segmento igual a phe eremi d . problema 13. Los casos 11 BC y 1| AB se aducen para el 


| -— blema 15. 

о este roo ue А P зоо procedimiento de solución consiste en la construc- 
ción de los puntos G' (intersección de las rectas CD y ЕМ) 

y Е (intersección de las rectas АВ y GM) La reta EG 

es paralela a la recta |; por consiguiente, de muevo hemos llegado 

| recta m en los puntos a y B. Construyamos les POT n al problema. 15. 

е intersecan en el punto y) Ky (intersoca 1 en el 


"1 


а 


Empleando el cuadrilátero, se pueden, salvo los Problemas 
14...20, resolver también dos problemas que vienen expuestos 
а continuación. 

PROBLEMA 21. Trazar por el punto dado K una perpendi- 

PROBLEMA 2. 
cular a la recta dada l. 

Sea dado el cuadrilátero ABCD (fig. 48). Construyamos suş 
diagonales y por su punto de intersección M tracemos la recta 


EF paralela a | (problema 20) Luego, construyamos FG | AB 
y GH || AC. 


FIG. 47 


Es fácil demostrar que HM 1. EF. En efecto, de la construcción 
se infiere que CF = GD = DH; a continuación, MD = МС, 
£ MDH = 2 МСЕ = 45°. Por consiguiente, el triángulo MDH es 
igual al triángulo MCF. De donde se desprende que 


2 НМЕ = 2 HMC + 2 СМЕ = 2 HMC + / НМР = m" 


= 4 DMC = 90°. 
Ро 


Por lo tanto, para resolver el problema es preciso trazar por 


el punto К una recta m par 
і alel . a 
la perpendicular buscada. Dx FER Ж 


PROBLEMA 22. Dividir Por la mitad un ángulo recto dado. 
KIN 3 exige dividir por la mitad el ángulo recto dado 
| Б. 48) En vista de que los lados de este ángulo son 
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paralelos a los lados del ángulo FMH (véase el problema 
anterior) entonces, para resolver el problema dado, es suficiente 
trazar por el punto L una recta paralela a la bisectriz del 
ángulo FMH, la cual, como es fácil de cerciorarse, es perpendi- 
cular a la recta FH. Efectivamente, el triángulo ; isosceles, 
ya que МЕ = МН a causa de la igualdad de los triángulos 
MDH y MCF. 

Por esta razón, la bisectriz del ángulo KLN será la recta n 
que pasa por el punto L y es perpendicular a la recta FH 


(problema 21). а 


^ $ 15. CONSTRUCCIONES MEDIANTE UNA REGLA, 
SI SE DAN UNA CIRCUNFERENCIA Y SU CENTRO 


Si el problema de construcción es resoluble valiéndose sólo 
de una regla y un compás, entonces, como se sabe, su solución 


. mediante el método algebraico se reduce а la construcción de 


las raices de una o varias ecuaciones algebraicas de primer 
y segundo grados. Con motivo de ello, tales problemas suele 
denominarse problemas de segundo grado. 

Merece atención el hecho siguiente: cada problema de 
construcción de segundo grado puede ser resuelto sólo mediante 
a regla, si en el plano de las construcciones está trazada una 
circunferencia e indicado su centro '. Para la demostración es 
suficiente convencerse de que con ayuda de este instrumento se 
puede hallar los puntos de intersección de una circunferencia, 
prefijada mediante su centro y su radio, con una línea recta, 
ası como el punto de intersección de dos circunferencias, 
prefijadas de modo análogo. Verdaderamente, en los problemas 


,4 Ð Por primera vez este hecho fue establecido por el 
matemático frances Poncelet e, independientemente de él, por el mate- 
mático alemán Steiner. 

у Jean Victor Poncelet (1789—1867) durante 
la juventud era oficial del ejercito de Napoleon; tomó parte en la 


campaña de Rusia en 1812; fue capturado y vivió dos años en la ciudad 


de Sarátov, donde se dedicó a investigaciones en la esfera de geometria 
Proyectiva. 


ч Jacobo Steiner (1796—1863), hijo de un campe- 
Sino suizo. A los años de edad, casi no sabiendo escribir, ingresó 
еп la escuela del famoso pedagogo suizo Pestalozzi A los 38 айоз fue 
elegido miembro efectivo de la Academia de Ciencias de Berlin. 


a | А = май, — 
» n 
de construcción el compás se usa solamente para efectuar 
. Las construcciones correspondientes serán 
A tros en los problemas 30 y 31. Sin embargo, 
on una serie de casos se puede excluir su empleo, recurriendo 
para resolver los problemas a métodos más fáciles. Por esta 
inicialmente examinaremes algunos problemas de construc- 
"m y prácticamente. daremos. cómodos procedi- 
tos de su solución, 
Consideraremos que en el plano del disoño de cada uno de los 
problemas de este párrafo està trazada una circunferencia auxiliar 
х у construido su centro A, 
PROBLEMA 2* Construir un. cuadrado. 
Construyamos el diámetro АБ de la circunferencia x (fia, 49) 
y tracomos su cuerda АЕ paralela а AB (problema 13, Por 
el punto C de intersección de las rectas АА у BB' (racemes 
la recta CK; ésta сомага la circunferencia x en los puntos D y E, 
El cuadrilátero 4DBE es un cuadrado, 


si son conocidos cinco puntos de‏ : و 
también, a continuación, el problema 29.‏ ;3 


SS 


Iíá í[J]o _ _——_. А. 


De aqui concluimos que todos los problemas de los párra 
fos 13 y 14 se pueden resolver mediante una regla, si está 
trazada una circunferencia y construido su centro. P 

PROBLEMA 24. Trazar por un punto da ? 

ido un 
а ПР à recta paralela 

Si | pasa a través de К, tenemos el problema 13 En caso 
contrario es necesario trazar primero una recta cualquiera paralela 
3 L en o арт de lo cual llegaremos а! problema 15. 

à construcción és evidente de la figura 50; 
E 50: la recta ЄН es 

PROBLEMA 25 Trazar por un punto dad 

> o un rpen- 
dicular а fa recta i dada. i AEN 

Si 1 interseca la circunferencia x en los puntos 4 y B, pero 
по pasa a través de su centro, entonces trazamos el diámetro 
ас m circunferencia x; la recta CB es perpendicular а | 

~ S) Después por el punto dado trazamos 
Vk ET AMOS una meta para- 


En otros casos empleamos el mismo método, pero construimos 


Previamente una recta paralela a / y que corta la circunferencia 


bo puntos, que no se encuentran en un mismo diámetro. 
forme REEMA 26. Trazar por un punto dado P una recta que 
con la recta ргећјада | un ángulo dado MON = a. 


% 


La solución se aduce en la fig, S2, donde КА ТОМ, КВ ON, 
ROL Арі BC, BE | АС, РР | KD y PE KE. 
Ol ángulo a es agudo o bien obtuso, el problema tiene 
dos soluciones, 
PROBLEMA 37, Duplicar el ángulo dado MON = a 
acomos paralelamente a la recta OM el diámetro AB de la 
circunferencia x y paralelamente a la recta ON, la cuerda АС 
Mo 33} Entonces < ВАС = la, El lado OR del ángulo buscado 
OR es paralelo a la recta KC. 


| ма ~ 
; 
_ Ж 


PROBLE Construir la bisectriz del ángulo dado 
MON = a, 


La construcción está ejecutada en la fig. 54, donde AB ОМ, 

KC | ON y OR | АС, ЈЕ ~ 
BLEMA 29, Sea dado el segmento AB у el rayo h con 

el » Construir sobre A el segmento CD igual a AB, 
. Construyamos el paralelogramo КАВН у tracemos paralela: 
МИ à A al rayo КЕ (fig. 55), Sea que los rayos КН y КЕ 
pe la circunferencia x en los puntos E y F. 
` meus EF y HL|EF hasta su intersección con КЕ en el 
mos el paralelogramo CALD, El segmento СР 
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—P— 
La construcción se simplifica, si los puntos K, 4 
punto К y el rayo ^ se encuentran en una misma recta "У 
pn vonstrucción permite hallar los puntos de la с 
en las rectas que pasan por чи 4 e MA sux unferencia 
bn qwe | por su centro, si se dan su centro 
l PROBLEMA 30. Construir los puntos de intersección de ha 
dada | con la circunferencia M prelljada por el centro дане 
| radio MN, pero no trazada, ну 


C ——————— s 


Tracemos el radio KL de la circunferencia x paralelo a la 
recta MN (fig, 56) Construyamos las rectas KM y LN y hallemos 
el punto 4 de su intersección que es el centro de 

de las circunferencias x y jı (en la figura està construido el 


y y A, 


Si aplicamos а la figura dada la transformación de semejanza 
con el centro A, que traslada la circunferencia и a la circun- 
x. tomemos sobre | un punto arbitrario A 


à tW ~ E 
| MB hasta que interseque con AB en el punto C y a tray 
de C tracemos |||. Sea que /' corte la circunferencia х en los 
puntos D y E. Las rectas AD y AE cortan la recta | en los 
puntos F y G buscados. 
Si los puntos D y E coinciden, entonces | hace contacto con 


la circunferencia p. Si l no tiene puntos comunes con la - 


circunferencia x, entonces | no tiene puntos comunes соп la 
circunferencia p. 

Si el punto А es infinitamente alejado, entonces en lugar del 
` centro exterior hay que tomar el centro interior de semejanza 
de las circunferencias х y н. ¿Cómo cambia la construcción 
en el caso, cuando las circunferencias ж y H Son concentricas? 


FIG. 55 


PROBLEMA 31. Sean dados los centros M y N de 
circünlerencias р у У У sus radios. Construir los puntos d 
intersección de estas circunferencias. - 3 

Empecemos por la construcción del eje radical de las cir- 
cunferencias dadas. Sea A un punto arbitrario de la circunferencia 
p, B, un punto arbitrario de la circunferencia У, además, рог | У 
menos, uno de los puntos A y B se encuentran en la recta 

MN (fig. 57 E 

с COM el segmento AB, hallemos su punto medio С 
` y tracemos las rectas MN, МС, NC, ADL CM, BEL CN. * 

las rectas AD y BE se cortan en el punto Ё; constru 

"MN. La recta FG es el eje radical de las circunfer 

v. En efecto, al construir sobre el segmento AB, como 
diámetro, la: circunferencia y, advertimos qUe el pun 
їп centro radical de las circunferencias MY д 


61 
- деа ncuentra s ¡ : z 
consiguiente, este Deas se € obre el SJe radica] de las intersección de la linea q con la recta, que pasa por P, cambian 
circunferencias жы Е radical de dos circunfe O | де lugar. Este hecho es una consecuencia de las pro iedades 
еа de si intersección, ошоло ДЕСЕ solares de las Secciones Cónicas (véase el y OS 
реза por los penos E TITO MEI problema dado | E PROBLEMA 32. Está trazado el arco AB y el centro K de 
se reduce al interior: hallazgo de los puntos de intersección la circunferencia x. Construir los puntos de intersección de la 
de las circunferencias (u о bien v) y la recta (FG). 1 - лечи rencia x"can-la recta dada m 
Е Advirtamos, sobre todo, que por el punto dado o construido 
T . '$16 CONSTRUCCIONES POR MEDIO —  — SOBSIRUCCIONES POR. MEDIO Н de la circunferencia х (en el arco AB o bien fuera de éste) 
DE UNA REGLA, SI SE DAN EL CENTRO se puede trazar, usando solamente una regla, la tangente a x 
DE UNA CIRCUNFERENCIA Y SU ARCO (problema 7) si trazamos por H una recta arbitraria, se puede 
—— => ————"—-— —= 


Sea dada en el plano « una recta л (la llamaremos Iecta | 
principal) y el punto P (punto principal) que no se 
| encuentra en ésta. Examinemos la transformación del plano q _ 
| que consiste en lo siguiente. El punto P y сада uno de los | а 
| puntos de la recta x se transforman en sí mismo. Cualquier | 
Ё otro punto M del plano « se transforma en el punto N, que 
E = el cuarto punto armónico a P, Q: M, donde О es el punto — 
| de intersección de las rectas л y РМ (fig. 58). Directamente - К 
| de aquí se desprende que el punto N se transforma en MS 
Pes decir, los puntos M y N cambian de lu ar; en efecto, de 
la igualdad (POMN) = —1, en virtud del teorema 8, obtenemos: 


= —l por consiguiente, M es el cuarto punto armónico. 
a P, 0; N. 


La transformación examinada la llamaremos transforma- 
стоп armónica del plano. Señalemos algunas propiedades 


i i ión de esta recta con la 
construir un segundo punto de intersección ‹ р! 
ПР ы ж 5 у circunferencia х (problema 8). Efectivamente, = ари: жо 
р Es fácil de ver que la recta que pasa por el punto P sog es una sección cónica, y en su arco AB se pue А е 
transforma en sí misma. Luego, la recta m, que no pasa pora puntos, como sea necesario para و‎ и тр 
-5e transforma еп la recta п que puede ser construida asi: S! Procedamos a resolver el problema p lo. 
в.а i ión M, diferente 1 a AB y construyamos su polo P con respecto 
Punto de intersección de m y л y el punto M, N Tracemos la rect y IL óu de Ба 
Y perteneciente а la recta m, se transforma en el punto A, - а la circunferencia х como el ume den is m udis 
entonces trazaremos la recta m por 5 y N (fig. 59). En efecto. tangentes a х en A y B (fig. 60). Conside ciis eno 
| EL ud del teorema 6, cualquier punto M' de la recta EN | no tiene puntos comunes con el arco p 
оппа en el punto de intersección de las rectas PM' y 5^ - la recta AB en el punto S. == and 
i o M diferente 
- S es un punto infinitamente alejado, entonces n | m || = 2d ponens чык Ha 8 eat fruc АН om а 
1 m es una recta infinitamente alejada, entonces " . . Wacemos la recta РМ; se ópico Ма Рә: 
Por la mitad los segmentos que unen el punto P con los puntos _ punto Q. Construyamos el cuarto unto апо "pte MU 
la recta л. y la recta SN. Sea que esta recta uod PC y PD coran 
Si P es un polo de la recta л ión cóni en los puntos C y D, mientras que las 


transforma en sí misma, además, los puntos 


т t los puntos E y E Estos 


с Р Р Sen les puntos busca Jos 
де Scion de la circunferencia TY D ES 


к-а, 


N On là mta ом, 
ч ы со, tomando el Punto P ү la mota АБ por el punto 


y recta Principales y empleando para la figura construida una 
SIÓN armónica, notemos que la circunferencia x se trans. 

ма en N mrema, mentas que las metas m У SN cambian 
de lugar, por consiguiente, cambian de lugar sus puntos de inter- 
Mron con la cirounterencia x. 
El análisis del problema 32 nos lleva a la conclusión, de que 
cada uno de los problemas constructivos de segundo grado se 
puede resolver con una regla, s en el plano de las construcciones 
están trazados el centro у el amo de cierta cirounferencia x. 


P 


valiendose sólo de una ои 


ste caso tambien, | па mgl 
BE n M ` e ~ la circunferencia ^ 
^ Erba hallar los puntos de intersección de gem - 
HII N А у мита y, р‹ e М, n 
E 3 era, que la cruza ? ENS шр 
con una recta cualquie à сг е е 
pe аз construcciones del parrelo Sn е otro, el 
a esta conclusión llegaron, independiente BE nin 
itali Saver v el matemático 14. м. 
àti ano Severi y el 
matemático italiano 5 
Boltovskoy `^. ў 3 
| ujay-Boltovsko» US 
campo de 
al estudio 
el 


la ео 


D Dmitri Dmitrievich Mord 
E 1 ` ٩ d e 

1952) conocido por sus investigaciones еп © 
c historia de la matemática. El dio сә ET 

: strucciones 

i las construccio 

e ја teora de las con: | 
Lobachevski. 
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CONSTRUCCIÓN MEDIANTE UNA REGLA 
LOS PUNTOS DE UNA CIRCUNFERENCIA 


ЕМЕСЕ AL HAZ DADO DE CIRCUNFERENCIAS 


"previamente dos proposiciones auxiliares 

КОЗЕ (а recta. РК, donde К es el centro de la 
i еба ke polar & del punto Р сом respecto а x 
PRINS los puntos Роу Р som simétricas сок 

усмена х, 

© des puntos de intersección de la recta PK con 
Хро M у N y construyamos el punto Q 
јозреско de x. Del teorema ti se deriva qwe. les 
4 forman un arupo armónico. Pere en virtud 
n de la polar, los puntos P, P; M, № tambien 
ю armónica. Por consiguiente, los puntos Р у 0 
К: е quena demostrar, 

LID. SE están dados un haz de слем 


т 


WICTUNCIAS Y ем 
Р, entonces das polares de сме мимо con 
Mas las Circunferencias del haz se intersecan OR UR 
Q y el punto medio del Segemento PQ se encuentra 
wdical del haz. 
NOS tres Circunforencias de un haz dado X My ү 
мум y el punto Р, que по se halla sobre 
E 61) Sea que las polares | у æ del punto | 
КА Y но se cortan en el punto О, Construyvamos 
У FS, como en un diámetro, la circunferencia ө; 
POr el punto L de intersección de las rectas 
erpendiculareos 1 y PL y a través del punto M 
las rectas mutuamente porpendicularos æ ү PM, 
У Û son simétricos con respecto à А, los puntos 
de А (teorema 21): per este motive, en virtud 
К Circunterencia © es ortogonal a las circunferen- 
Consiguiente, ésta es también ortogonal a la 
UN У Зи contro О se encuentra sobre el eje radical 


yamos la recta. PN у designemes por № el segundo 
intersección con la circunferencia o La polar » del 


EN por consiguiente, esta polar será la recta 


WY, уа que сме descansa on el diámetro 


8 


- E ә] 
erencia о). De aquí se desprende la validez de 


nto P se encuentra sobre la linea E centros а 
TES to a as си 33 CTS 
à Tea, punto O estará infinitamente 
SP y Q no determinan el Eumene Q con 
16 se deriva, que las polares del punto <p 
ferencias del haz dado pasan рог p 


ominaremos los puntos P O conjugados 


polar- 
s la circunferencia del h 


. punto P con respecto a esta circunferencia es 
ésta en P; en virtud del teorema 22, ésta pasa 

isma forma nos cercioramos de que la recta PQ 
circunferencia del haz, que p. 


1 asa а través де 0. 
recta РО será una tangente comün de las dos 


az, que pasa por P. 


[A 23. Construir cinco puntos de la circunfe 
el punto dado А y pertenece al haz 

ferencias trazadas A y y. 

į punto А se encuentra fuera por lo menos de una 
cias dadas, por ejemplo, fuera de ја circunferencia 


rencia a, 
prefijado 


a través de А la tangente AB a 7 (B es el punto 
) Construyamos el punto C conjugado polarmente 
halla sobre la recta AB) y el punto D que es 
 armónico a B, C; A. 
Encuentra en la circunferencia a; esto se deduce 
de la polar y del hecho que la polar del punto B 
t pasa, en virtud del teorema 22, por el punto C. 
топ ser puede prolongar, tomando el punto D por 
efecto, el punto D se halla en la tangente a la 
A, por consiguiente, éste se dispone fuera de esta 
Si D coincide con А, entonces para la construcción 
ente de А y perteneciente a la circunferencia a, 
la segunda tangente trazada de A a 7. 
Cinco puntos de la circunferencia a o tres puntos 
es a dos de éstos (por ejemplo, AE y DF, donde 
los puntos conjungados polarmente con A y D, 
entonces la construcción de nuevos puntos 
encia se puede efectuar sin usar las circunferencias 


E 
| 


nemos el caso, cuando el punto А se encuentra 
una de las circunferencias A y u (ће. 63). — 

S el punto B conjugado polarmente con A. Еме 
га de las circunferencias A y p, por consiguiente, 
Struir tantos puntos como se quiera de la circun- 
leneciente al haz dado y que pasa por В. La recta 
Igente' común de las circunferencias x y В. 

unto C de la circunferencia f, diferente de B, 


punto D, en el cual де 
с p. у cl punto Е que 
05 GC D; A. La recta Bi 
p construimos el segundo 

con la circunferencia f 


gente a la circunferencia f, se puede 


teriormente, el punto G, diferente 


lo anterior se puede trazar desde B 
te de GF, y hallar un tercer punto 
| prolongar la construccion, Ballemos © 

ferencia, después de lo que se pue | 
atos sin utilizar las circunferencias ^ Y * 


POSIBILIDAD DE CONSTRUIR . 
4 RENCIA VALIENDOS 

DE UNA REGLA 
; „diante 
xaminado las construcciones mec s 
cwm el ano de las ОПГ го 
а auxiliar у es conocido Suro 


- cs € 
surge una pregunta: ye 
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Же, aprovechando solamente una regla, construir el centro 
circunferencia trazada, si éste no está dado? Esta construc- 
cumple fácilmente, si, por ejemplo, en el plano de la 
dada está trazado un paralelogramo o bien alguna 
icunlerencia con su centro. Sin embargo, en el caso cuando 
ponemos de estas u otras figuras auxiliares. el problema 
ado, como se deduce del teorema 23 que se expone 
inuación, es imposible de resolver. — 
злапипстов dos circunferencias p у v con centros M y N 
4), las que no tienen puntos comunes. Sea que su eje radical 


la recta MN en el punto О. Circunscribamos la circun- 
ncia w con centro О, ortogonal'a las circunferencias dadas. 
1 que ésta interseca ]a recta MN en los puntos P y Q. 
facemos рог Q la recta x, que es perpendicular a MN. 

Los puntos P y Q son simétricos tanto con respecto a la 
circunferencia y, como también respecto de la circunferencia v 
(teorema 2) Por esta razón, en virtud de los teoremas 11 y 14, 
¡el punto P es un polo de la recta x con respecto a cada una 
de las circunferencias и y v. 

pliquemos a la figura construida una transformación armónica, 
ando P y x por el punto y la recta principales (véase el $ 16) 
опсе$ las circunferencias и y v se transforman еп si mismas, 
Sus centros, que se encuentran fuera del segmento РО, se 
forman en puntos, que se hallan dentro de este segmento. 
rcunstancia será aprovechada durante la demostración del 
EN 


La 


| 


cias dadas no concéntricas Т 
m es imposible construir sus 
? de una regla. 
1 se ejecuta así: seleccionemos 
i3 y v algunos puntos arbitrarios 
las, luego, construyamos rectas 
i у por los puntos, en los cuales 
intersecan una con otra y con las 
ite hallemos el centro de una de las 
el punto de intersección de dos 
| Obtenida a causa de esta cons- 
armónica examinada antes, asi 
la cual puede ser formada, repitiendo 


namente en el principio de la construc- 
la primera figura. Por consiguiente, 
completamente idéntica a la primera, 

- puede comenzarse sólo por la cons- 
irbitr: rios y del trazado de rectas arbitrarias 
(si la suposición hecha por nosotros cs 
аз dos construcciones examinadas debe 
procedimiento conducir al encuentro del 
reunferencia. Pero esto es imposible. puesto 
la transformación armónica, los centros 
circunferencias p y у se trasladan a puntos 
y N; po r consiguiente, las rectas que en la 
зе intersecaron en el centro de la circun 
ы у), se transforman en rectas, cuyo pn 
"se encuentra en el centro de esta cireunterens s 


uposición асегса de la posibilidad de сове“ 
Па el centro de la circunferencia p O Y ® 
їа razón, con mayor motivo, no se E 
о de una circunferencia valiendose de una ("^ 
amente esta circunferencia. 

¡On aducida antes es de vigor tambien cun 
Màn trazadas algunas circunferenciós B 
lico; si, por ejemplo, ~ 
$ circunferencias Шу y, entonces ^ "и 
mación armónica demuestra esta. айт 


puede 


lo 


\ 
ч! 


o 
ha 
u 
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.$.19. CASOS CUANDO PUEDEN 
CONSTRUIDOS MEDIANTE UNA REGLA 
ROS DE DOS CIRCUNFERENCIAS TRAZADAS 


posterior es necesario de advertir, que se puede 
ante una regla el diámetro de una circunferecia 
su plano están trazadas dos rectas paralelas (p | 4 

tersecan una circunferencia dada, entonces hacemos [а 
n indicada en la fig. 65; la recta AB es el diámetro 


o. , En otros casos llegamos а la misma configuración, 


4 
g 


QA 


provechando que a través de un punto arbitrario de la ci 
ferencia dada se puede trazar una recta paralela a las dress td 
ren- 
cias p y q [problema 15). De aqui se desprende que se puede 
[ po , Ж pii de у regla dos diámetros de una circun- 
ren а, y, por lo tanto, su centro, si 
ado un paralelogramo. поима ~ 
PROBLE 14. Construir mediante una regla los centro 
anferec AS trazadas А y p en cada uno de Уа r-— 
Además de las dos circunferencias dadas en su la 
un par de rectas paralelas: p | q; "en 
У eirmunlerencias dadas se intersecan; 


1 concéntricas у по tienen 
Mc A de su eje radical; 

on Concéntricas y no tienen 
nto А de su línea de centros 
à uno de los casos епите. 
5 en los disenos a trazos: 
as construcciones, 


У Q de las rectas p У 4 con 
de estas mismas rectas respecto 
| y P'Q' forman un rectángulo. 


PQ, entonces ésta será la línea 
ла: dadas. En este caso, el proce 

e de construcción по es válido, 
rucción 6”. ET с 
omemos dos puntos arbitrarios, 35 
encias dadas, diferentes. de , 
mos la construcción indicada 
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fig. 67. Las rectas EH y GF son paralelas, ya que 
22= 2 3=24=25= 26. А continuación, construya- 
тодо semejante dos rectas paralelas más y obtenemos 
zramo. 
DA SOLUCIÓN. Tracemos en el punto B de intersección 
nferencias dadas la tangente BC a la circunferencia 1, 
еп А un punto arbitrario D y construyamos las rectas 
3 y CE (fig. 68). Entonces 2 1=22= 2 3, por consi- 
"CE Í DB. 
nos que el problema puede ser resuelto mediante estos 
procedimientos también en el caso, cuando una de las 
псіаѕ dadas no está trazada completamente: es suficiente 


tener cinco de sus puntos, entre los cuales, obligatoriamente, deben 
encontrarse los puntos de intersección de las circunferencias dadas, 
.3*. La construcción de dos rectas paralelas BC y DE viene 
expuesta еп la fig. 69, donde 1=zx2=zx3=z4. 
_4, Ejecutemos la construcción representada en la fig. 70 
y obtenemos dos rectas paralelas AB у CD. 
=  .S$*. Construyamos el punto B conjugado polarmente con el 
punto А del eje radical. La recta AB será el eje radical de las 
circunferencias dadas. Tomemos el punto C fuera de la recta AB 
' construyamos el punto D conjugado polarmente con C. La recta 
1B divide el segmento CD por la mitad (teorema 22), por 
nsiguiente, se puede trazar una recta paralela a CD (problema 13) 
provechar la construcción 1°. Si el punto А se encuentra tanto 
el eje radical, como sobre la linea de centros de las 
ferencias A у y, entonces el eje radical es paralelo a las 
del punto A con respecto а X y p. 


2 


p cUm v TER 
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struir las polares del punto А con respecto a las 
A y и, trazamos la línea de los centros AB 
nferencias (compárese la fig. 65). 
en la circunferencia A un punto arbitrario C que 
еп la recta AB (fi ig. 71), construimos el punto D, 
armente con C, y cinco puntos de la circunferencia 
asa por D y pertenece al haz determinado por las 
ias À y p (problema 33). 


Lo м. 


Ёл. EES \ 
OV 
— | L^ 


— 


FIG. 71 


a recta CD será una tangente comün de las circunferencias 
Y, por consiguiente, el punto E de su intersección con 
à AB será el centro de semejanza de estas circunferencias. 
s en y un punto arbitrario F y tracemos la recta EF; 
е ésta interseca la circunferencia А en los puntos Ну К 
Пале y су mato 9 
DF || CH y DG | CK. 


^ 520. ACERCA DE LA CONSTRUCCIÓN CON UNA REGLA 
— DE LOS CENTROS DE ALGUNAS CIRCUNFERENCIAS. 


PROBLEMA 35. Están trazadas cuatro circunferencias x, A, р y v 
а particularidad de que ninguna de tres de estas no per- 


n a un mismo haz. Construir con una regla el centro 
? estas circunferencias. 

En remos que entre las circunferencias dadas no hay 
о tales que tienen puntos comunes, уа que en caso 


FIG. 72 
£ 


гомесћаг las construcciones 2°, 3° © sl 
lución consiste en la construcción de Un? 
ar que interseca una de las circunferencias 
tos de intersección deben ser conocidos; 
| construcción 2° del problema 34. 
acia x un punto arbitrario 4 ? 
más de la circunferencia a, que Past 


ә 


pertenece al haz (A, u)", y cuatro puntos más de la 
cia B, que pasa por А y pertenece al haz (њ v) (fig. 72). 
sta de que el segundo punto de intersección de las 
encias x y а (x no es conocido, es necesario 
ir otra circunferencia auxiliar más de manera que sea 
llar sus dos puntos de intersección con la circunferencia x. 
“ello tomemos en х punto B dentro de la circunferencia x 
mos por B una tangente BC a о (C se encuentra en х). 
remos que el punto B se puede tomar también fuera 
circunferencia x, a condición de que la tangente Ва la 
ferencia а interseque la circunferencia x. 
gnemos por у la circunferencia que pasa а través del 
y pertenece al haz (о, В). 

amos los puntos F y D conjugados polarmente con 
respecto a las circunferencias del haz (a, B) el cuarto 
armónico G a los puntos B, F; C y la recta AG. El punto 
nece a la circunferencia y, mientras que la recta CD hace 
o con y en el punto C (véase el $ 17). El punto A 
n pertenece а la circunferencia y, ya que у pasa por los 
Juntos de intersección de las circunferencias х y В. Así pues, son 
onocidos dos puntos comunes А y С de las circunferencias x 
Sea que las rectas CD у Аб intersecan рог segunda vez 
la circunferencia y en los puntos E y H. Entonces EH | BC 
( la segunda solución del problema 34, 2°). Luego hacemos 
uso de la construcción 1? del problema 34. 
La solución examinada es también válida en el caso, cuando 
"una de las circunferencias A, и о v está prefijada por cinco 
puntos. 
- A PROBLEMA 36. Construir con una regla el centro de una 
Е de las tres circunferencias trazadas А, р у v que no pertenecen 
^ — a un haz 
.  Consideraremos que ninguna de dos de las circunferencias 
dadas no tienen puntos comunes o centro común. 
Tomemos en Х un punto arbitrario А y construyamos 105 
puntos o la circunferencia a que pasa рог А y pertenece al 

у 
1 àcemos, а continuación, por А una recta variable; designemos 
gundo punto de su interseccion con la circunferenca А por P, 


+ 


' D Asi designaremos el haz determinado рог las cir- 
Ун 


a 


EN 


= 


Si fijamos los puntos В 
anferencias À y о, respectiva- 
cción de las rectas BP y СО 
de recta РО alrededor del 
lo que es fácil de cerciorarse 
ángulos del triángulo POR; 
construir los cinco puntos de la 


encias À, р, v y т no pertenecen 
a continuación, puede ser usada 


unferencia 1 no pertenece al haz hiperbo- 
la circunferencia a de este mismo haz. 
а la circunferencia v) no pertenece 
que ésta no interseca la circunferencia ^- 
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А NUESTROS LECTORES: 


libros soviéticos traducidos al español imglás francis inbe y cen Somas 
ellos figuran las mejores obras de las distintas ramus de ш cama y k 
y médicas También se incluyen monograñas bbros de vagie dea 
. Dirijan sus opiniones a la Editorial “Mir”, 1 Rida per, 2 129800. Moscú 


сс 


matemáticas V. Bol- 
iones, vinculadas con la 


s teoremas es el de Bolyai — 
i “interesante е5 е! de Dehn. 


105 más sencillos. Ellos 
5, vinculadas con la medida 
creciente de complejidad le 
omienzo del sexto; ellos requieren 

curso escolar de geometría y cl 
timo, queda la parte más dificil. 
tes de institutos superiores 
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MARKUSHÉVICH A. 
Areas y logaritmos 


jo del Doctor en Ciencias Fisicomatemáticas, A. Mar- 
e enunciado primeramente en la Universidad de 


los alumnos de grados superiores de las escuelas 


obra se expone la teoría geométrica de los logaritmos 

је los últimos aparecen como ciertas áreas. Las propiedades 

ritmos se obtienen del análisis de las propiedades respectivas 
as. Junto con esto el libro proporciona las más simples 

propiedades del cálculo integral. 

5 forzosamente necesario que el lector sepa qué es un 


ca y el límite. 
bro será util para los escolares y aquellos lectores que 
eresados por los problemas que en el mismo se exponen. 


a Ln d was = wu 


grados superiores, 
facultades de fisica 
tiene ро де соп- 
emat " де I. So- 


los ua conocen ya el 


a solución detallada y 
iones Está dedicado 


5 del método de induc- 
рог supuesto) ejemplos 
` interés por si mismos. 
› del circulo matemático 
forma autodidacta. 


